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Probleme:

e Michtigkeit der Primzahlen (Euklid)

e allgemeiner: Verteilung der Primzahlen: (n) ~

logn
e Goldbach-Vermutung ~» ,,additive Zahlentheorie*

e Fermat-Vermutung: x" 4+ y" = 7",n € N,n > 2 hat nur triviale Losung.

Fermat-Vermutung ist nur fir » = 4 und n = p prim zu zeigen, n = mp oder n = 4m:
(Xm)l’ 4 (Ym)l’ — (Zm)l’

Jede Losung (x,y,z) € Q gibt eine in Z* (Hauptnenner).

Kummer 1850: Betrachtet die Gleichung in Q(¢,), ¢, p-te Einheitswurzel, p prim.

p—1
oy = [ Gy =
i=0
Angenommen Z[{,] ist faktoriell = Vi: (x + {y) ist p-Potenz = 4.
Aber Z[{,] ist nicht faktoriell (stimmt fiir p < 19)
Dedekind: Verallgemeinerugn: Statt Primzahlen werden Primideale betrachtet. Dies fiihrte zur
»algebraischen Zahlentheorie* (Fermatsche Vermutung richtig nach A. Wiles).
Probleme:

1. ,,Wie sieht die Arithmetik in Erweiterungen von Q aus?“

2. Losungen von diophantischen Gleichungen: F(Xi,...,X,) € Q[X;,...,X,]: F=0

Methoden
Analytische Methode: Zeta- und L-Funktionen:
o 1
2 —.5€C,R(s) <
—n
o 1
=11 % 55 )= (+5)
pEP v,,zlppp peEP l—p‘

Riemannsche Vermutung: Nullstellen von {(s) in 0 < R(s) < 1 haben alle R(s) = 1.
Algebraische Methode: Globale Methode: Idealtheorie in Korpererweiterungen von Q
Lokale Methode (Hensel, Hasse): Topologischer Natur, analog zur Komplettierung von Q be-
ziiglich | - |4, die gerade R ist, gibt es Komplettierungen zu p-adischen Betrigen
1
| ], Q>R x= pvﬁ,v € Z,n,m € Zprim zu p, x — |x|, = —
m p’

Komplettierung: Q, Korper der p-adischen Zahlen.
Geometrische Methode: Arithmetische Geometrie. Die diophantischen Gleichungen definie-
ren geometrische Objekte.
Literatur:
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Es gilt:
2=14+1,5=1+4,13=4+9
17=1+16,29 =4 +25,37 =1+ 36

Dies sind die ersten Primzahlen, die sich als Summe zweier Quadrate schreiben lassen.
Fiir p > 2 mit obiger Eigenschaft gilt immer p = 1 mod 4, denn p = a* + b* iy p=1

mod 4, da Quadrate =0 mod 4 oder=1 mod 4 (1 + 2n)? = 1 + 4n + 4n>.
Betrachtenswert ist die Umkehrung:

Satz 0.1. Fiir Primzahlen p + 2 gilt:
p=a*+babeZ<p=1 mod4

Beweist man im faktoriellen Ring Z|i] (oder Satz von Thue und quadratischer Reziprozitits-
gesetz).

Satz 0.2. Der Ring Z[i] ist euklidisch, also insbesondere faktoriell

Beweis. Wir zeigen: Der Ring Z[{] ist euklidisch in Bezug auf
N : Z[i] - N u {0}
a— |af* = N(a)
@, BeZ[i]f#0=y.peZ[i]: a = yB +p.lp| < |B
Die Menge Z + iZ < C bildet ein ,,Gitter* in C.

x = % hat zum néichsten Gitterpunkt den Abstand %E, d.h. 3y € Z][i]:
Also gilt fiir p := o — yp:

Sl
A

5| <

|p|=|a—yﬁ|=|ﬁ|\“ <1
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Satz 0.3.
Z[i]* = {eeZ]i] | N(a) = 1} = {1, +i}
Beweis.
aeZli]*,a=x+iy=3IP=ut+iveZlil: af =1 =1 = N@)N{B) = (x* +y*)(u* +1?)

= N(a) = 1= ae {£l, ti}

Beweis. von Satz 0.1.

Sei p = 1 + 4n. Dann ist p in Z[i] kein Primelement, denn:
Satz von Wilson:

—l=p-1)=0-2-....2n)(p—=1)-(p—=2)-...- (p —2n))

= (2n)!/(—=1)*'(2n)! = ((2n)!)* mod

2l + 1 = (x+i)(x — i) aber

P

+

i
— ¢ 7Zi
p 7]
= p=aB,a,BeZ[\Z[]]* = N(a) % 1 % N(B)
Wegen p* = N(a)N(B) folgt p = N(a). Ist @ = a + ib, dann p = a* + b*

T =

—



Probleme: Bestimmung der Einheiten und Primelemente.
Satz 0.4. 1. Z[i]* = {1, ti}
2. Die Primelemente n in Z[i| sind bis auf Assoziiertheit:
a) t=141i
b) m = a + ib, sodass a*> + b* = p Primzahl, p=1 mod 4, a > |b| # 0
¢) m = p Primzahl, p =3 mod 4
Beweis. 1 wurde bereits bewiesen.

Zu zeigen: Die obigen Elemente sind prim:

2 m=1+1i

n=aB = N(n)=N(a)NB)=N@)NB)=<3p n=a-+ib

p> mn=p=3 mod4

= N(a@) = 1 (0.B.d.A.) in den ersten beiden Fillen und somit « € Z[i]* (wegen 0.2), also
prim.

Im dritten Fall kann man nicht N(a) = p sein, denn mit @ = a + ib ist p = N(a) = a* + b?,
also p=1 mod 4. Also N(a) = 1, d.h. a € Z[i]*.

Sei nun 7 € Z[i] ein Primelement.

= N(7) =nt = p; - ... p, p; Primzahlen in Z
Da & prim ist, folgt 7| p; (0.B.d.A.) (Z[{] ist faktoriell!).
= N()|N(p1) = pi
= N(r) = p1 v N(r) = pi
N(r)=1=da" +b* = p,

Somit 7 vom zweiten Typ, falls p; # 2, oder a®> + b*> =2,d.h.a®> = b* = l,alsonr ~ 1 +i.

N(r) = p? =N(p)) = n ~ pi,daN (&) =1, dh. 2 € Z[i]*. Uberdies gilt p; =3 mod 4,
weil sonst p; = 2 v p; =1 mod 4, alson ~ p; = a*> + b* = (a + ib)(a — ib), also nicht
prim. |

Bemerkung 0.5. Obiger Satz zeigt auch das Zerlegungsverhalten von Primzahlen aus Z in
Z[i].

1. 2 ist assoziiert zum Quadrat des Primelements (1 + i).

2=(14i)(1 —i)=—i(1+i)?

2. Die Primzahlen p =1 mod 4 zerfallen in zwei konjugierte Primelemente

3. Die Primzahlen p =3 mod 4 bleiben prim.



1 Ganzheit

Definition 1.1. Ein algebraischer Zahlkirper K ist eine endliche Erweiterung von Q. Die
Elemente aus K heif3en algebraische Zahlen (a« € K = « ist Nullstelle eines Polynoms
fealx).

Eine algebraische Zahl heifst ganz, wenn sie Nullstelle eines normierten Polynoms f € Z|X]|
ist. Mit Ok bezeichnen wir die Menge aller ganzen algebraischen Zahlen aus K bezeichnet.

Im Folgenden bedeutet Ring immer kommutativ mit 1.

Definition 1.2. Sei A B eine Ringerweiterung. Ein Element b € B heifit ganz iiber A, wenn
es einer normierte Gleichung

B'+a, 0" '+ ... 4ay=0

geniigt mitn > 1,a; € A.
B heif3t ganz iiber A, wenn alle Elemente ganz iiber A sind.

Satz 1.3. Endlich viele Elemente by, ...,b, € B sind samtlich ganz iiber A genau dann, wenn
der Ring A|by, ..., b,| endlich erzeugter A-Modul ist.

Korollar 1.4. Mit b, b, € B ganz iiber A ist auch by + b,, bib, ganz iiber A, also bilden die
ganzen Elemente A = {b € B | b ganz iiber A} in einer Ringerweiterung A < B einen Ring
(AC ACB).

A heif3t ganzer Abschluss von A in B.

Beweis. Nach Satz 1.3 ist A[by, b,] endlich erzeugter A-Modul. Dann ist jedes Element b €
A|b, b,y| ganz tiber A, da A|by, by, b| = A|by, by] endlich erzeugter A-Modul. O

Beweis. Von Satz 1.3.
Sei b € B ganz iiber A und f € A[X] normiertes Polynom vom Grad n > 1, f(b) = 0.
Fir g € A[X] gilt: g = gf + r,q,r € A|X] (mdglich, da f normiert, also hdchster Koeffiziert
in A), gradr < n.
= g(b) =r(b) =a, "'+ ...+ a1b + ag

Also wird A[b| = {g(b) | g € A[X] als A-Modul erzeugt von 1,b,...,b" .

Sind by, ..., b,, ganz iiber A, so folgt die Endlichkeit von A|by, ..., b,,| durch Induktion nach
m:

b,, ist ganz iiber R := A[by,...,b,_1], also R[b,| = A[by,...,bu_1,b,] ist endlich erzeugt
iber R, also per Induktion auch iiber A.

Sei nun A[by,...,b,] endlich erzeugter A-Modul, {wy,...,w,} ein Erzeugendensystem. Sei
be A[b], ce ,bm]

r
b(,l),‘ = Zaija)j,i = 1,...,7',61,']' eEA
j=1
W

@I — (aip)) | : [=0

W,



= det(bI, — (Cl,’j))(,()l' =0

(Cramersche Regel)
l=cw +...+cw,c,EA

= det(blr — (aij)) =0

Also f(X) = det(XI, — (a;;)) € A[X] ist normiert, mit f(b) = 0. Also ist b ganz iiber A und
somit by, ..., b, ganz iiber A. O

Satz 1.5. Seien A € B < C Ringerweiterungen, C ganz iiber B, B ganz iiber A, dann ist auch
C gangz iiber A.

Beweis. Seice C:
"+ b, V.. +bic+by=0,b;eB

Mit Satz 1.3 folgt fiir R = A[by, b, . ..,b,_1, dass R[c] endlich erzeugt iiber R. Da R endlich
erzeugter A-Modul ist (Satz 1.3 und b; ganz iiber A), ist R|c| endlich erzeugter A-Modul, also
¢ ganz iiber A. O

Definition 1.6. Sei A B eine Ringerweiterung, A der ganze Abschluss von A in B. A heif3t
ganz abgeschlossen in B, falls A = A.

Ist A ein Integritdtsring (d.h. nullteilerfrei) und B = Quot(A) der Quotientenkorper von A,
so heifit der ganze Abschluss von A von A in Quot(A) die Normalisierung von A und A heif3t
ganz abgeschlossen (schlechthin), falls A = A.

Bemerkung 1.7. Jeder faktorielle Ring A ist ganz abgeschlossen, denn ist ¢ € K = Quot(A),a,b €
A, % ganz iiber A, also

<%)n +a, (%)n_l +...4+ay=0,a,€A

=d" +a, bd" '+ ... +ah" =0

Ist also 7 ein Primelement mit nt|b, dann n|a" und da A faktoriell folgt |a.

Ist ¢ gekiirzt, so folgt 3 € A.




Bemerkung 1.8. Ist B 2 A eine Ringerweiterung, A der ganze Abschluss von A in B. Dann
ist A ganz abgeschlossen in B, denn sei A der ganze Abschluss von A in B.
—~AcCAcAcB A/Aistganz, AJA ist ganz = AJA ganz = A< A = A = A.

Erinnerung: Sei L/K endliche seperable Kérpererweiterung, o-: L — K durchlaufe die ver-
schiedenen K-Einbettungen von L in einen algebraischen AbschluB K von K. Sei x € L.

chary /kx(t) = n(t— ox) = mln( )?,d = [L: K(x)] charakteristisches Polynom

(o

TrL/K Z ox Spur
N L/K H ox Norm

Definition 1.9. Sei {a, ..., @,} eine Basis der endlichen seperablen Erweiterung L/K, {1, . .
Homg (L, K). Dann heift
dlay,...,a,) = (det(o‘ia’j)i,j)z

Diskriminante von {«a, . .., a,}

Bemerkung 1.10. («) Es gilt

(Trox(@iay)),, = (Z(Uk“i)(ffk“j)> = (0w ri(owa )i

k
det(Tr(oz,-ozj)),-J = d(aq, ey (In)

(B) Sei die Basis von L/K von der Form 1,0,6,,...,0" !

=d(1,0,....0"") = | [(6: — 0,), wobei 6; = o6

i<j
denn
1 6 9% e 9'11*1
(U-igj)i,j =\1: + = - :
1 6, 6’5 cee 92‘1

(Vandermonde’sche Matrix)
Satz 1.11. Ist L/K seperabel und a, . . ., a, eine Basis, so ist d(ay,...,a,) # 0 und es ist
L x L— K,(x,y) = Tryk(xy)

eine nicht-ausgeartete Bilinearform.

-,O-n} =



Beweis. Sei 6 ein primitives Element von L/K, {1,6,...,6""'} Basis von L/K.
Dann ist die Bilinearform durch die Matrix

M = (Trr (606" ")ij=1,.n)

gegeben.
detM =d(1,0,....0" ") = [ [(6: — 6,)> # 0
i<j
also ist die Bilinearform nicht ausgeartet.
Ist @, ..., a, eine beliebige Basis von L/K, dann ist die Bilinearform durch die Matrix

N = (Tryk(eie))iz)
gegeben.
=d(ay,...,a,) =det(N) #0

da S'MS = N = detN = detM(detS )2, S Basiswechselmatrix, also invertierbar, also
detS # 0. O

Sei nun die folgende Situation gegeben: A ist ein ganz abgeschlossener Ring, K = Quot(A)
der Quotientenkorper. L/K sei eine endliche seperable Erweiterung, B sei der ganze Abschluss
von A in L (B ist damit ganz abgeschlossen in L).

Bemerkung 1.12. /. Jedes Element 8 € L hat die Gestalt: B = S, b e B,a € A, denn sei
apf' +...+af+ay=0,a,€A,a,#0

= (a,pB)"+ ...+ d\(a,8) +a; =0
also b = a,p ist ganz iiber A, also b € B.
2. SeiB € L, dann gilt:
BeB< rnKin(ﬁ) € AlX]
Denn:
<= Per Definition
, = Bist Nullstelle von g € A[X|, g normiert = ming(B)|g in K[X].
= Nulistellen 3y, . . ., 3, von ming (B) sind ganz iiber A.
= Koeffizienten von ming(B) sind ganz iiber A. Da A ganz abgeschlossen folgt

ming (B) € A[X].

3. Sei B € B ganz = Tryx(B), Nik(B) € A, denn mit 3 sind alle Konjuganten of3 ganz
= Trx(B8), Nyk(B) € BN K = A, da A ganz abgeschlossen.



4. Es gilt: x € B* < Nyk(x) € A%, denn sei

a-NL/K(x)zl,aeA=>1=a-H0'x= <a-H0'x>x

o#id
also x € B*. Umgekehrt: yx = 1 = N(y)N(x) = 1, also N(x) € A*.
Lemma 1.13. Sei {«/,...,a,} Basis von L/K mit a; € B,Vi. Seid = d(a, ..., a,). Dann gilt
dB C Aa; + ...+ Aa,

Beweis. Ist @ = xja; + ... + x,@, € B,x; € K. Dann ist (x; - - - ,x,)" Losung des linearen
Gleichungssystems:

Try/k (i) = ZTTL/K(%CZ,')X}',Z' =1,...,n
J

Da Try k(i) € A folgt
Element aus A

x- =
/ det(TrL/K (aia/j))
Alsodx;€ A O

Definition 1.14. Ein System von Elementen wy,...,w, € B heifit Ganzheitsbasis von B iiber
A (A-Basis) falls jedes Element aus B sich in eindeutiger Weise als A-Linearkombination der
w; darstellen ldisst.

Falls sie existiert ist n = [L : K|, da jede Ganzheitsbasis auch Basis von L/K ist.
B besitzt GHB < B ist freier A-Modul von Rang [L : K].
Bezeichnung: Besitzt B/A eine GHB, so sagt man auch: L/K besitzt GHB.

Satz 1.15. Ist L/K endlich seperabel, A ein Hauptidealring, so ist jeder endlich erzeugte B-
Untermodul M + 0 von L ein freier A-Modul vom Rang [L : K|. Insbesondere besitzt B eine
GHB (M = B).

Beweis. Sei ay,...,a, Basis von L/K, 0.B.d.A. @; € B (Multipliziere mit einem Element aus
A).
= dB C Aa; + ...+ A, = RangB < [L: K|

Da Erzeugendensystem von B als A-Modul auch Erzeugendensystem von L als K-Vektorraum
folgt RangB = [L : K|.
Sei uy, ..., u, € M Erzeugendensystem von M.

=daceA:au;eB,i=1,....r=aM < B

= adM < dB < Aay + ...+ Aa, = M,
freier A-Modul von Rang n = [L : K].
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Nach dem Hauptsatz fiir Moduln iiber Hauptidealringen folgt, dass mit M, auch adM freier
A-Modul ist, also auch M.
Ferner

[L: K] = RangB < RangM = Rang(adM) < Rang(M,) = [L: K]

= RangM = [L : K]

Im Allgemeinen gibt es keine GHB. Aber

Satz 1.16. Seien L/K und L' /K zwei galoissche Erweiterungen von den Graden n und n' und
LnL =K.

Seien {wy, ..., w,} und {&), ..., ,} GHB’n von L/K bzw. L'/K mit Diskriminanten d bzw.
d.

Sind d und d' teilerfremd, d.h. xd + xX'd' = 1 fiir gewisse x,x' € A. So ist {a),-a);.},;j GHB von
LL' iiber K mit Diskriminante d" d".

Beweis. Wegen LN L' = K ist[LL' : K] = nn' =}w,w’}; ; Basis von LL'/K.
Sei a € LL' ganz.
a = Zx,-jw,-w;,x,-j ek
i.j
zu zeigen: x;; € A.
Sei G(LL'/L') = {oy,...,00}, G(LL'/L) = {o,...,0,}.

= G(LL'/K) = {owo) | k=1,...,n,l=1,...,1'}
Sei T = (0jw"), also det(T)?> = d'. Sei a = (0@ - -~ 0,@)', b= (1 -+ B,)'. B = X Xijwi.
=a=Tb

Sei T* die zu T adjungierte Matrix = det(7T)b = T*a. Da T* und a aus ganzen Elementen
von LL' bestehen, folgt d’'b besteht aus ganzen Elementen d'8; = ) d'x;;jw; aus L.
Also d'x;; € A. Ebenso (Rollen von (w;) und (w;) vertauschen) dx;; € A.

= x;; = xdx;j + X'd'x;; € A

Damit ist {w;w} GHB von LL'/K.
Nachrechnen: Diskriminante O
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Bemerkung 1.17. Sei O € K der ganze Abschluss von Z < Q in K.
= Jeder endlich erzeugte Og-Modul a von K besitzt eine Z-Basis @y, ...,a,, n = [K : Q]

a=2Zx + ...+ Za,

Die Diskriminante d(a1, ..., &, = det(o;)? héngt nicht von der Wahl dieser Basis ab:
Ist a\, ..., @, eine andere Basis von a:

T = (Clij),(l;- = Zaija/j
i

die Ubergangsmatrix
= detT € Z* = {+1}

= d(d),...,a)) = det(T)d(ay, ....a,) = d(ay, ..., a,)

Definition 1.18.
d(a) =d(ay,...,a,)

heif3t Diskriminante von a.
d]( = d(O]() = d(a)], ,wn)

{w;} GHB von Ok heifst Diskriminante des Zahlkorpers K.

Satz 1.19. Sind a < o zwei von (0) verschiedene endlich erzeugte Og-Untermoduln von K,

so ist der Index (a : ') endlich und
d(a) = (¢’ : a)%d(a)

Beweis. Ist T die Ubergangsmatrix einer Z-Basis von a nach o, dann ist det(7) = (a: o).

2 ldeale

Sei Ok der Ring der ganzen Zahlen eines Zahlkorpers K.

Bemerkung 2.1. /. Jede Nicht-Einheit « # 0 von Ok ist das Produkt von irreduziblen
Elementen. Denn ist a nicht selbst irreduzibel, so gilt « = By mit 8,y Nicht-Einheiten.

= 1 <[Ng/aB)l, [Nksa(y)| < [Nsa(a)]
= Behauptung durch Induktion nach |Nkq|.

2. Zerlegung in irreduzible Elemente ist i.A. nicht eindeutig.

Beispiel: K = Q(+/—5), dann ist Ox = Z + Z~/—5 und es gilt 21 = 3 -7 = (1 +

2v/=5)(1 —2+/-5).

Idee: Durch Einfiihrung ,,idealer Zahlen* (Kummer) bzw. Ideale (Dedekind) Eindeutigkeit zu

erreichen.
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Definition 2.2. Ein noetherscher, ganz abgeschlossener Integritditsbereich R, in dem jedes von
Null verschiedene Primideal maximal ist heifst Dedekind-Ring.

Erinnerung: Ein Ring heifit noethersch < jedes Ideal von R ist endlich erzeugt < Sei a; S
... € a, < ... eine aufsteigende Kette von Idealen in R, dann wird diese stationir, d.h.

dnp e N: a, = a,,,Vn = ng
Ein Ideal m # R heif3t maximal
sVaCcR:aCa=a=mva=R

< R/m ist Korper
Ein Ideal p € R heif3t Primideal

Sa-bep=aepvbep

< R/p ist nullteilerfrei, d.h. Integritéitsring

Insbesondere m € R maximal = m Primideal.
Satz 2.3. Sei K ein Zahlkorper. Dann ist Ok ein Dedekind-Ring.

Beweis. Oy ist noethersch, weil jedes Ideal a € Ok nach 1.15 ein endlich erzeugter (freier)
Z-Modul, also erst recht endlich erzeugt als Ox-Modul.
Als ganzer Abschluss von Z in K ist Ok ganz abgeschlossen. 1.8
Sei nun p # (0) ein Primideal von Ok.
= pnZ = (p) # (0), Primideal von Z: Primidealeigenschaft ist klar und p N Z # (0) sieht
man wie folgt:
Istyep,y #0und y" + ... + ap = 0 eine Gleichung fiir y, @; € Z n minimal, soistay € p N Z
und ay # 0.
Sei O := Ok/p (Integrititsbereich) und sei k := Z/pZ = Z/p " Z = (p + Z)/p < Ok /.
= O entsteht aus x durch Adjunktion endlich vieler algebraischer Elemente und ist somit ein
Korper.

k|a] = k(@) < a algebraisch

= p maximal. O

Lemma 2.4. Sei O ein Dedekindring, a # (0) ein Ideal. Dann gilt: Es gibt von (0) verschie-
dene Primideale v, ..., p, mit

Pr-... P, S

Beweis. Sei
M={acOldeal |a#(0),Ap,...p,: Py ... P, S a}

Angenommen M # . Da O noethersch ist, bricht jede aufsteigende Idealkette von 9t ab, d.h.
I ist beziiglich < induktiv geordnet.
Mit dem Lemma von Zorn folgt 9t besitzt maximales Element a.
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Dies kann kein Primideal sein, d.h. es gibt by, b, € O mit by, b, ¢ a, aber b1b; € a.
Seia; = (b)) +a,ap = (by) + .

=aCa,amAqanca

Wegen der Maximalitit von a ist a;, a; ¢ M, also gibt es pyy, ..., P, P21, ..., P2, Primideale in O
mit

Pii s s Pir S Q1 P21 e s P2g S Q2 = Prpc e Prb2r e Pog S Q4
O
Lemma 2.5. Sei p ein Primideal des Dedekindrings O, K = Quot(O) (K # O) und
pli={xeK|xp< O}
(insbesondere O < p~').
Dann ist fiir jedes Ideal a # (0):
!
ap~! = {Zaixf |a; € a,x; € p} #a
Beweis. Seia € p,a# 0 (0.B.d.A.p # (0),sonst p~! = K, also ap™! = K # a).
24 o
= P1 .. P, € (a) S p,r sei minimal
= Jp; € p (sonst gibe es fiir alle i ein ¢; € p;\p mit a; - ... - a, € p),0.B.d.A.i = 1.
PIEP—=pP =P
da p; maximal.
Wegen p; - ... - p, G (a) gibtesb € py - ... - p,\(a), alsoa 'b ¢ O.
Andererseits ist bp < (a), also a 'bp < O und somita 'be p L.
=p ' £0
Sei nun a # (0) ein Ideal von O und a1, ..., @, ein O-Erzeugersystem von a. Angenommen

ap ! =a.
=xep ! xa = Zaija/j,aij €0
J

Sei A = (x&,‘j — aij)ij9 also A(al tee (l’n)T = 0.
= d(a;) = ... =da, =0,d = detA
= d = 0, danicht alle ; = 0. Also ist x Nullstelle des normierten Polynoms det(X§; i—a; j) €

O[X], also x ist ganz iiber O, also x € O, da O ganz abgeschlossen.
Damitp ' = O ;. O
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Satz 2.6. Sei O ein Dedekind-Ring. Dann besitzt jedes von (0) verschiedene Ideal a < O eine
bis auf Reihenfolge eindeutige Zerlegung

a=Pr-.. P
in Primideale von O.
Beweis. Existenz: Sei
M= {a<cO|a=(0),(1),abesitzt keine Primzerlegung}

Angenommen I ist nicht leer. So gibt es (wie oben, da O noethersch) maximales Element
ae M.
= Es gibt maximales Ideal p € O sodass a C pda a e M.

saCap 'Cpp'cO

Wegen 2.5ista # ap~!,p € pp~! < O, also, da p maximal ist pp~! = O.
Ferner ist ap~' # O (sonst a = ap~—!'p = p).
Da a maximales Element von I, gilt ap~! ¢ 9N, besitzt also Zerlegung in Primideale.

1

ap =P P
= a=pT P =P P PY
Eindeutigket: Seiena =p; -...-p, = q; - ... qy zwei Zerlegungen.

q; max

= Ji: pi|o;, dh.p 29 = P =g

=P P =00 Qi1 Qi1 - G
= r =5,P; = q;, Vi (nach Umordnung)

Somit hat man fiir jedes Ideal a # (0) in einem Dedekindring O eine eindeutige Zerlegung
a=p'-...p

N 5 v; > 0, p; paarweise verschiedene Primideale. ]
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Definition 2.7. Sei K der Quotientenkdrper eines Dedekindringes O. Ein gebrochenes Ideal
von K ist ein endlich erzeugter O-Untermodul a # (0).

Bemerkung 2.8.  [. Ista € K*, so ist (a) = aO ein gebrochenes Hauptideal.

2. Ein Untermodul a # (0) ist genau dann ein gebrochenes Ideal, wenn es ein 0 # ¢ € O
gibt, mit ca € O, denn sei c € O,c # 0mita € O. = a < (c™'), da O noethersch ist, ist
mit (¢™') auch der Modul a endlich erzeugt.

Umgekehrt: Sei ay, . .., ein Erzeugendensystem des O-Untermoduls a < K. Sei c € O
der Hauptnenner, dann folgt ca; € O,Vi = ca < O.

3. Sei a ein gebrochenes Ideal von K mit a < O, so ist a ein gewohnliches Ideal von O, wir
sagen a ist ganzes Ideal von K.

Satz 2.9. Die gebrochenen Ideale des Quotientenkorpers K eines Dedekindringes O bilden
eine abelsche Gruppe, die so genannte Idealgruppe J.
Das Einselement ist (1) = O, das Inverse zu a ist

a'={xeK|xac O}

Beweis. Assoziativitit, Kommutativitit und a - (1) = a ist trivial.

Sei p Primideal =5 p # pp~', also pp~! = O.

Ista =p;-...-p, ganzes Ideal, soistb := pl_l -...-p-~! Inverses von a.
Wegen ba = O ist b € a~!. Umgekehrt: Sei x € a~!, also xa £ O = xab C b, also x € b.

Somitbh = a~ !,

Ist a gebrochenes Ideal und 0 # ¢ € O, mit ca € O, soist (ca) ! = ¢ 'a~! das Inverse von ca,
also O = (ca)(ca)™! = aa™ .
a~!ist gebrochenes Ideal: 0 # a € a = aa~! € O = a~! gebrochenes Ideal. O

Korollar 2.10. Jedes gebrochene Ideal a besitzt eindeutige Produktzerlegung
a= n p7
p

mit v, € Z und v, = 0 fiir fast alle p.
Mit anderen Worten: Die Idealgruppe ist freie abelsche Gruppe iiber der Menge aller Prim-

ideale # (0) von O.
Tk = @ Z

p#(0)

Beweis. Jedes gebrochene Ideal ist Quotient zweier ganzer Ideale a = be™!, die nach Satz 2.6
eine eindeutige Primzerlegung besitzen. O

Definition 2.11. /. Mit Pk werde die Untergruppe von J bezeichnet, die aus gebroche-
nen Hauptidealen (a) = aO,a € K* besteht.

2. Die Faktorgruppe Clg = Jk/Px heifit Idealklassengruppe, kurz Klassengruppe von
K.
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Wir haben die exakte Sequenz

. a—(a) X
\ /'
Pk

mit anderen Worten: O* beschreibt den Verlust, Clx die GroBe der Ausdehnung beim Uber-
gang der Zahlen auf die Ideale.

Somit: Untersuchung der Gruppen O* und Clg. Wir wollen zeigen, daf3 Clg eine endliche
Gruppe ist, fiir jeden algebraischen Zahlkorper K.

1

Jk - Clg -0

OX

3 Gitter

Bei der Betrachtung von Primelementen und Einheiten von Z[i] wurde Z[i] als Menge von
Gitterpunkten in der Gau3’schen Zahlenebene C betrachtet.
Dies wurde von Minkowski (1864-1909) auf beliebige Zahlkorper verallgemeinert.

Definition 3.1. Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum. Ein Gitter I" von V ist eine Unter-

gruppe

I'=2Zvi+...+2v,
mit linear unabhdngigen Vektoren vy, ..., v, von V. {vy,--- ,v,} heifit Basis von T und die
Menge

O:={xvi+...+ x| xR0 x; < 1}

heifit Grundmasche des Gitters I.
" heift vollstindig oder Z-Struktur von V, wenn m = n ist.

Bemerkung 3.2.
[ vollstindig < U((D +7y)=V

yell

Definition 3.3. Sei G € V eine Untergruppe des n-dimensionalen R-Vektorraums V. Dann
heif3it G diskret, wenn alle y € G isolierte Punkte in V sind, d.h. fiir alle vy € G gibt es eine
Umgebung U, <V (in der R-Topologie von V) mit G n U, = v.

Satz 3.4. Eine Untergruppe I von V. = R" ist ein Gitter genau dann, wenn I diskret und
abgeschlossen ist.

Beweis. Seil' = Zvy + ...+ Zv,, ein Gitter und vy, ..., V;, Viui1, .. ., v, €ine Basis von V. Sei
y = >, av, € T, dann ist

n
U)’ = {invi | |al~—x,~| < 1,l: 1,...,m}
i=1

eine Umgebung von y mit U, nT" = {y}, also I diskret und offensichtlich abgeschlossen.
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Umgekehrt: Sei I' diskrete abgeschlossene Untergruppe und Vj, der von I' in V erzeugte Un-
tervektorraum. Sei m = dim Vj. Sei {uy, ...,u,} < I eine Basis von V.

Io=2u,+...+2Zu, <T

ist ein vollstdandiges Gitter in V.
Behauptung: (T : T'y) < oo. Sei {y;} ein Reprisentantensystem von I'/T. Da I'y vollstindig in
Vo ist Vo = U,er, (@0 + 7), @9 Grundmasche von Iy in Vj

=y = i + voi, ki € Po,y0, €0 S Vo

Da u; = y; — yoi € T diskret in der beschrinkten Menge @, {u,;} abgeschlossen, muss ihre
Anzahl endlich sein.
Sei nun g := (I : [y), dann ist gI" < T,

1 1 1
:FOQFQ—F():Z(—LQ) ++Z<—Mm)
q q q

Nach dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen besitzt I" eine Z-Basis vy, ..., v,,
r < m(alsor = m, wegen Iy = I), d.h.

T =2Zv+...+Zv,

{vi,...,v,} sind linear unabhingig, da sie V; aufspannen => I ist Gitter. O

Lemma 3.5. Ein Gitter ist vollstindig, genau dann, wenn es eine beschrinkte Menge M < V
gibt, mit | J,er(M +y) = V.

Beweis. Ist T vollstindig, so wihle M = Grundmasche von I’
Umgekehrt sei Vj der von I' aufgespannte R-Untervektorraum von V.
Seive V. WegenV = J (M +y) gilt

VveN:da, e M,y,eT < Vy:w=a,+vy,
Da M beschrinkt, ist {“7} eine Nullfolge und wegen der Abgeschlossenheit von V, folgt:

. a . Y
v=lim = + lim = € V,
v—0oo VY vV—o0 YV

=0
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Definition 3.6. /. Ein euklidischer Vektorraum 'V ist ein endlichdimensionaler R-Vektorraum
mit symmetrischer positiv definiter Bilinearform

(nYy:VxV->R

Volumenbegriff (Haar’sches Maf3)

Sei ey,...,e,,n = dimV, eine Orthonormalbasis. Fiir n linear unabhdngige Vektoren
Vi,...,V, hat dann

O(vi,..oyvy) ={xvi+ ...+ x5, | x;eR 0L x; < 1}
per Definition das Volumen
vol(@(vy,...,v,)) == |detA|,A = (a;),vi = Zaijej Ubergangsmatrix
=1
also vol(®(ey,...,e,)) = 1 (Normierung) oder in invarianter Weise: Wegen
(<V,‘, Vj>) = (Z airaj <€k, l/>> = (Z aika‘,-k> AAt
b k.l ij k ij
1/2
vol(®) = ‘det (<v,~,v.,->)‘
2. IstT ein Gitter in 'V, V = R", mit Grundmasche ® dann setzen wir vol(T') := vol(®).

Unabhiingig von der Wahl der Gitterbasis, weil die Ubergangsmatrix zu einer endlichen Basis
ganzzahlige Eintrdge hat, also eine Determinante +1; dadurch wird @ in eine Menge gleichen
Inhalts transformiert.

Definition 3.7. Eine Teilmenge X von V, V = R" heifit
zentralsymmetrisch < (xe X = —xe X
konvex < (x,yeX={ty+(1—-1x|0<r<1} S X)

Satz 3.8 (Gitterpunktsatz). Sei I ein vollstindiges Gitter im euklidischen Vektorraum V, n =
dim V. Sei X eine zentralsymmetrische konvexe Teilmenge von V mit

vol(X) > 2" - vol(T')
Dann enthdlt X mindestens einen von Null verschiedenen Gitterpunkt m € T..

Beweis. Es geniigt zu zeigen: Es gibt yy,y, € ' mit y; # y, und
1X + 1X + +
— m —
3 Y1 ) V2
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denn sei p ein Punkt des Durchschnitts, also

1 1

p=35% +y = §X2+7’2,X1,X2€X
1 1
=Y=Y1—Y2= §X1—§X2

ist der Mittelpunkt der Strecke x,(—x;) und damit y € T n X sowie y # 0, da y; # y».
Wiren nun die Mengen X + y,y € T paarweise disjunkt, dann sind ® n (X +y),y €T
paarweise disjunkt, ® Grundmasche von I'.

= vol(I') = ) vol (cp A GX + 7))

yell

w0 (43)) v (@ 0 1)

vol(I') > > vol ((cp —y)n %X) = vol (%X) — %VOI(X) /

yell

Wegen

folgt

4 Minkowski-Theorie

Definition 4.1. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, n = [K : Q], 7,: K - C,i = 1,...,n,
die n komplexen Einbettungen.
Betrachte

jik—Ko=]]C

a— ja = (ta),

Der C-Vektorraum K¢ ist mit hermit’schen Skalarprodukt ausgestattet:

X, y) = Z XYz

Es ist (-, y) linear, {x,y) = (y, x), {x,x) > 0, fiir x # 0; K¢ sei im Folgenden mit dieser Metrik
ausgestattet.

Definition 4.2. Die Galoisgruppe G(C/R) wird erzeugt von der komplexen Konjugation:
F:z—2Z

G(C/R) operiert auf Kc: G(C/R) operiert auf den Faktoren C von K¢ und auf Homg(K,C) =
{T1,...,Tn}

7: K—>C~7T: K—C,7(x) =1(x)
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F induziert eine Involution
F: KC i K(c

2= (2)r = F(2) = (z2)-

(-, -) ist invariant unter F:

Definition 4.3. Wir haben auf Kc die lineare Abbildung

Tr: Kc — C

(xc)e = D xr

ist auch invariant unter F und .
KLk 5cC

ergibt die iibliche Spur von K /Q:
Trxjo(a) = Trj,a € K
Definition 4.4. Sei .
Kr =K = HC]

der unter F, d.h. G(C/R), invariante Teilraum von Kc

Kp = {z€ K¢ | 2z = 27, V7§

Wegen 7(a) = 1(a),a € K ist F(ja) = ja.
= j: K — Kz

Sei
<'a'> = <'9'>KR : KR X KR —R

die Einschrdnkung von (-, -) auf den R-Vektorraum Kg, denn fiir x,y € Ky ist (x,y) € R, da
F{x,y) =(Fx,Fy) =< Xx,y >.

Ferner gilt (x,y) = (y,x) = (y,x), (x,x) > 0,x # 0.

Also ist Ky euklidischer Vektorraum. Ky heifst Minkowski-Raum, das Skalarprodukt {-, -) auf
Kr heifst kanonische Metrik, das zugehorige Volumen das kanonische Maps.

Wegen Tr o F = F o Tr haben wir auf Ky die R-lineare Abbildung Tr: Kz — R und es gilt

Trg/q = Trj(a),a € K
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Definition 4.5. Sei Homq (K, C) = {7y,...,7,}. Die Einbettungen p;, . . ., p, aus Homg(K, C)
mit
Pi-: K—>R

heiflen reell, die nicht reellen heif3en komplex und gruppieren sich zu Paaren
0-1,0-_1,.. '9O-S’FS: K—C
Offensichtlichn = r + 2s.

Da F die p invariant 146t und o und & vertauscht, folgt

Kr = {(ZT)TEHCIZ,)ERZ& ZE}

Satz 4.6. Es gibt einen Isomorphismus

fiKe o [ [R=R™>

(20)r = (x0)s
mit
Xp = Zps Xo = %(Z(T);x(j' = S(Zo‘)
Die kanonische Metrik (-, -) wird in das Skalarprodukt

1 1l
(x,y) = Z A X YT, Ar = { rree

2 1 komplex

iiberfiihrt. Dadurch wird das kanonische Maf3 von Ky auf RS iibertragen.

Beweis. Isomorphie ist klar.
Seien (z;) = (x; + iy;) und (z,) = (¥, + iy,) € Kg.

A =x X
Zp 2y = Xp - X,

20Ty + 2525 = 202, + 202y = 2R(2,7)) = 2x,x) + X5 X
da

o '
Yo = X553 Yy = X5
O

Bemerkung 4.7. Das kanonische Maf; von Ky unterscheidet sich vom Lebesgue-Maf} auf
R’*25 durch
VOIK]R (X) == 2SV01RH—25 (fX)

Satz 4.8. Ist a # (0) ein Ideal in Ok, so ist T := ja ein vollstindiges Gitter in Ky mit Grund-

mascheninhalt
vol(T') = 4/|dk| - (Ok : a)
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